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A B S T R A C T 
 
In this paper we propose an approach to the problem of two body motion in classical 
electrodynamics that takes into account the electromagnetic radiation and the radiation 
reaction forces. The resulting differential equations are solved numerically. 
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В.В. Лидский. О задаче двух тел в классической электродинамике. 
 
А Н Н О Т А Ц И Я 
 
Предложена классическая теория движения заряженных частиц, 
учитывающая силы радиационного трения и позволяющая решить задачу о 
столкновении заряженных частиц, так называемую задачу двух тел в 
электродинамике. 
 
1. Если применить к задаче двух тел стандартные уравнения движения 
релятивистской заряженной частицы в классической электродинамике, то мы 
столкнемся с парадоксом: кинетическая энергия разлетающихся частиц окажется 
выше энергии до столкновения. Убедимся в этом на простейшем примере лобового 
столкновения двух одинаковых частиц. Рассмотрим столкновение в 
нерелятивистском приближении, а затем учтем релятивистские эффекты, считая их 
малыми. Как известно, в нерелятивистском приближении сохраняется сумма 
потенциальной и кинетической энергий частиц, причем в системе центра масс, 
координата каждой частицы может быть записана как четная функция времени.  
Рассмотрим два релятивистских эффекта: первый – запаздывание сигнала, 
второй – зависимость поля от скорости и ускорения частицы. Величина 
запаздывания определяется временем, за которое свет проходит расстояние между 
частицами. Создаваемое движущейся частицей поле задается формулой Лиенара-
Вихерта. В одномерном случае единственная отличная от ноля компонента тензора 
поля имеет вид: 
(1.1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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3 21 mm m
m m
e eF w w w w w
w w
χ χ χ χ χχ χ= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −
& & & , 
где iχ  – 4-вектор из «точки излучения» в точку наблюдения, а ,i iw w&  –  4-скорость и 
4-ускорение в «точке излучения» частицы, движущейся к центру масс из −∞ . Здесь 
и далее мы будем считать скорость света равной 1. Поскольку вектор iχ
светоподобен, в одномерном случае 0 1χ χ=  и (1.1) можно упростить: 
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( ) ( )2 210 0 0 1F e w wχ − −= ⋅ − .Релятивистское уравнение движения 1 10 0dum eF uds =  в 
трехмерных обозначениях принимает вид:  
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Здесь ,v v&  – скорость и ускорение частицы, движущейся из +∞ , 't t tδ= −   –  
«момент излучения». Ясно, что  
(1.3) 2t x xδ δ= + ,  
где x xδ+  – координата «точки излучения». Считая скорости малыми, сравнительно 
со скоростью света, вычислим величины ,x dtδ , оставляя члены третьего порядка 
малости: 
(1.4) 
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Из (1.3) и (1.4) находим  
(1.5) 
( )
( )
2
2
41
32
1 2 2
w x wx w x
t x
w w x wx w x
δ
⎛ ⎞+ ⋅ + − ⋅⎜ ⎟= ⎜ ⎟− + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
& &&
& && . 
Учитывая, что  2( ') / 2w t w w t w tδ δ= − ⋅ + ⋅& && ,
 
из (1.2) находим: 
(1.6) ( ) ( )
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где мы воспользовались тем, что из-за симметрии
 
задачи w v= − . 
Умножим (1.6) на v и проинтегрируем по времени от −∞ до +∞ : 
( ) ( ) ( )
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2 2
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e emvvdt vdt v v x vx v x vdt
x x
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Интеграл в левой части есть изменение кинетической энергии частицы при 
столкновении. Первый интеграл в правой части – изменение потенциальной энергии, 
исчезающей при бесконечном удалении частиц. При вычислении второго интеграла 
в правой части учтем, что в решении нерелятивистского уравнения скорость ( )v t
оказывается нечетной функцией времени, а ( ), ( )x t v t&  – четные. Интегрируя по частям 
последнее слагаемое, находим: 
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(1.7) 
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Откуда виден парадокс – кинетическая энергия разлетающихся частиц больше, чем 
была до столкновения. Компьютерные расчеты показывают, что увеличение 
кинетической энергии происходит и при нецентральном столкновении. 
Физическая причина парадокса понятна – используемые уравнения движения 
не учитывают излучения неравномерно движущейся частицей электромагнитных 
волн и потерь энергии на излучение. В уравнения движения необходимо добавить 
члены, выражающие радиационные потери энергии. Получить лоренц-инвариантные 
выражения для дополнительных членов можно только следующим образом: 
построив некоторую фиксированную поверхность Σ , составить уравнение баланса 
энергии, приравняв изменение 4-вектора энергии-импульса внутри Σ  к потоку 
тензора энергии-импульса через Σ . При этом, алгоритм построения Σ  должен быть 
таким, чтобы в системе отсчета всякого наблюдателя строилась та же самая 
поверхность Σ .  
Необходимо объяснить безуспешность попыток, исключив поверхность Σ , 
получить лоренц-инвариантные уравнения движения частицы, учитывающие 
реакцию излучения. Причина этого в том, что потери энергии частицей не являются 
лоренц-инвариантной величиной (см. [1]). Инвариантным является поток тензора 
энергии импульса через некоторую замкнутую поверхность, охватывающую 
частицу, только в том случае, если в системе отсчета произвольного наблюдателя 
вычисляется поток именно через ту самую поверхность. Интеграл потока 
излучаемой энергии по полному телесному углу по существу является интегралом 
потока тензора энергии-импульса через сферу достаточно большого радиуса, причем 
частица находится в центре сферы. Тот же интеграл, вычисленный другим 
наблюдателем, окажется потоком тензора энергии-импульса через другую 
поверхность, поскольку сфера в его системе отсчета деформируется из-за лоренцева 
сокращения.  Таким образом, единственный способ получить инвариантное 
выражение для потери энергии, и, следовательно, для «силы» радиационного трения 
– это выбрать фиксированную поверхность Σ , указав инвариантную процедуру ее 
построения, в составить уравнение баланса энергии-импульса, приравняв изменение 
энергии внутри Σ  потоку тензора энергии-импульса через Σ . 
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Расчет по указанной схеме выполнен нами ранее в [2], где предложена 
следующая процедура построения поверхности Σ  . Для каждой точки пространства 
ix  ищем «момент излучения» – точку пересечения светового конуса абсолютного 
прошлого точки ix  с мировой линией частицы ( )iz τ  . Далее в системе отсчета 
наблюдателя, для которого частица в момент τ неподвижна, строится сфера 
фиксированного радиуса 
22
3
e
m
ρ = .   Принимается,  что ix  лежит внутри «чулка» Σ , 
если она оказалась внутри сферы. Уравнение поверхности Σ может быть записано в 
инвариантной форме 
(1.8) ( ( )) ( )i i ix z uτ τ ρ− ⋅ = .  
Из требования баланса энергии-импульса на Σ  получено уравнение движения 
частицы (см. [2], eq.(46)): 
(1.9) 
3 22 2
3 3
i ik ik i n
k k n
e ema e F w F a w a a
m
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ . 
При выводе (1.9) предполагалось, что внешнее поле много меньше, чем собственное 
поле электрона на расстоянии ρ , а также, что внешнее поле однородно на 
масштабах порядка ρ : 
(1.10) 
2
2 ,
ik
ik ik
l
FeF Fρ ρ<< ∂ <<  
Уравнение (1.9) отличается от известного уравнения Лоренца-Абрагама-
Дирака (LAD) [3] вторым слагаемым в правой части. Дальнейшее исследование 
уравнения (1.9) показало, что оно не допускает решений, нарушающих закон 
сохранения энергии [2]. Подчеркнем, что при построении «чулка» Σ  не 
предполагается никаких физических особенностей на поверхности Σ . Частица 
предполагается точечной. И поля, и частицы могут беспрепятственно проникать 
внутрь Σ . Величина ρ  , которую мы будем называть электромагнитным радиусом 
частицы, в данном рассуждении играет чисто инструментальную роль, однако, как 
будет показано в п.5., в задаче двух тел эта величина важна, так как при сближении 
частиц на расстояния 2 ρ⋅   качественно меняется характер движения. 
Для решения задачи о столкновении двух частиц сближающихся на 
расстояния сравнимые с ρ ,  мы, очевидно, не можем пользоваться (1.9) поскольку 
оба условия (1.10) не выполняются. В данной работе мы выполним расчет по 
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программе, предложенной в [2], с той разницей, что не будем делать никаких 
упрощающих предположений, а точно вычислим поток энергии импульса поля, 
создаваемого одной частицей через поверхность Σ  другой. Затем, приравняв 
полученные величины изменению энергии-импульса частицы imu ,  получим 
уравнения движения, учитывающие реакцию излучения. Эти уравнения мы 
проинтегрируем численно и обсудим результаты. 
2. Будем обозначать частицы буквами u и w.  Соответственно их 4-
скорости iu и iw , а мировые линии – ( )iz τ  и ( )iy σ . Построим поверхность Σ  вокруг 
мировой линии частицы u. Выберем на ( )iz τ  две близкие точки ,τ τ . Построим для 
каждой из них световой конус абсолютного будущего. Эти конусы вырезают на 3-
поверхности Σ  3-цилиндр, который мы обозначим δΣ . Мы получим уравнение 
движения частицы приравняв поток тензора энергии импульса поля через 
поверхность δΣ  разности импульсов частицы в моменты ,τ τ : 
(2.1) ( ) ( )i i ik kP P T dV
δ
τ τ
Σ
− = −∫  
где l m nk klmndV e dx dx dx=   – элемент интегрирования по 3-поверхности, направленный 
вдоль внешней нормали к  δΣ .  
Выражение для нормали к δΣ  получим дифференцированием (1.8): 
(2.2) ( )( )( ) ( ) ( ( )) ( ) 0i i i i kk k i i ku u x z u dxδ τ τ τ τ τ τ− ⋅∂ ⋅ + − ⋅ ⋅∂ =& , 
где k ku uτ= ∂& . Производные kτ∂  получим, дифференцируя по k∂  тождество
( )( )( ) ( ) 0i i i ix z x zτ τ− − = . Учитывая (1.8), находим: ( )( )k kk x z ττ ρ−∂ = . Для нормали к 
поверхности δΣ  получаем выражение: 
(2.3) ( ) ( )( )
( )( )1 1 ( )
1 2 ( )
k km m
k k mm m
m
x z
n u u x z
u x z
ττ ρτ
−⎛ ⎞= ⋅ + − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠− ⋅ −
&
&
 
Нормировочный множитель мы выбрали из условия 1kkn n = − . 
Пусть световой конус абсолютного будущего точки ( )iz τ  вырезает на 
«чулке» Σ  2-сферу S. Перейдем в (2.1) от интегрирования по 3-объему kdV  к 
интегрированию по поверхности S. Выберем на S некоторую точку ix  и построим 
ортонормированный базис , ,i i iξ η ζ  в 3-пространстве, касательном к Σ  в точке ix .  
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Все три вектора , ,i i iξ η ζ  ортогональны нормали kn . Из (2.3) видно, что вектор kn  
лежит в 2-плоскости U, образованной  векторами ku  и ( )k k kx zχ τ= − . Выберем 
базисный вектор iξ  также лежащим в плоскости U, а векторы ,i iη ζ  ортогональными 
U. Легко видеть, что  
(2.4) 1
1 2
i
i i l
ll
l
u u
u
χξ χ ρχ
⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟− ⋅ ⎝ ⎠
&
&
 
Выберем в качестве элемента интегрирования в (2.1) параллелепипед со сторонами, 
параллельными векторам , ,i i iξ η ζ . Вычислим длину l ребра параллельного вектору 
iξ , заключенного между поверхностью S и поверхностью S , образованной 
пересечением светового конуса точки ( )iz τ  с поверхностью Σ . Из условия 
( )( )( ) ( ) 0i i i i i ix l z x l zξ τ ξ τ+ − + − = , полагая ( ) ( )i i iz z uτ τ δτ= + ⋅ , находим 
(2.5) 1 2 lll uδτ χ= ⋅ − ⋅ &  
Откуда видно, что интеграл (2.1) можно переписать в виде: 
(2.6) ( )1i ik m kk m
S
P T u u dSχδ δτ χ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ + − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠∫ & . 
 
3. Теперь преобразуем тензор энергии-импульса, для которого мы примем 
формулу Максвелла-Хевисайда (см. [4], §33): 
(3.1) 1 1
4 4
ik il k ik lm
l lmT F F g F Fπ
⎛ ⎞= ⋅ − +⎜ ⎟⎝ ⎠  
здесь F ik ⎯ 4-тензор электромагнитного поля, g ik ⎯ метрический тензор.  
Поскольку поле на сфере S создается двумя частицами, в  (3.1) необходимо 
подставить сумму Fik+Gik, где ,ik ikG F – поля частиц u и w, соответственно. 
Результат распадается на три слагаемых  
(3.2) ik ik ik ikFF FG GGT T T T= + + , 
содержащих соответствующие произведения. Поле ikG  определяется 
запаздывающими потенциалами Лиенара-Вихерта: 
(3.3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
ik i k k i m i k k i
mm m
m m
e eG u u u u u
u u
χ χ χ χ χχ χ= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −
& & & ,  
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причем «точкой излучения» для всей сферы S оказывается точка ( )iz τ . Ввиду 
i
iuχ ρ=  на поверхности S выражение (3.3) принимает особенно простой вид. 
Подынтегральное выражение в (2.6) получим, свернув тензоры (3.2) с выражением в 
круглых скобках, которое мы обозначим lψ : 
(3.4) ( )1 m ll l mu u χψ χ ρ= + − + ⋅&  
Опуская промежуточные преобразования, выпишем результатыa: 
(3.5) ( )1 1 14 4ik il k ik lm m kFF k l lm k mT F F g F F u u χψ χπ ρ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ − + ⋅ + − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠&  
(3.6)  
( )
( )2
1
4
4
ik il mu l
FG k m l
i l m i l m i l mu
lm
e uT F u u
e F u u u u u u
ψ χπρ ρ
χ χ χπρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟⎝ ⎠
+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
& &
& & &
 
(3.7) 
( ) ( )
( )
2 2
4 3
2
5
1 2
8 4
1 1 3 2
8
ik i m i k iu u
GG k m k
i m m nu
m m n
e eT u u u u u
e u u u
ψ χ χπρ πρ
χ χ χ χπ ρ
= ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ −
− ⋅ ⋅ − +
& & & &
& & &
 
4. Вычислим интеграл по сфере S от выражения ikGG kT ψ  (см. (3.7)), не 
зависящего от параметров мировой линии второй частицы. Поместим начало 
координат и начало отсчета времени в 4-центр сферы S. Выберем полярную ось 
вдоль направления скорости частицы и введем полярную систему координат t,R,θ,ϕ. 
Тогда для компонент iχ  мы получим: 
(4.1) { }, sin cos , sin sin , cosi t R R Rχ ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
Уравнения 2-поверхности S (1.8) и 0iiχ χ =  принимают вид: 
(4.2) 2; cos 1t R t v R vϑ ρ= − ⋅ = ⋅ −  
Элемент интегрирования по сфере принимает вид: 
(4.3) ( )
2 2
2
2
(1 )sin sin
1 cos
vd R d d d d
v
ρϑ ϑ ϕ ϑ ϑ ϕϑ
⋅ −= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅−S  
Вычислим интегралы по поверхности Sb:  
(4.4)                   
( )
( )
2 22
2
2
0 0
1
sin 4
1 cos
v
d d d
v
π π ρϕ ϑ ϑ πρϑ
−= =− ⋅∫ ∫ ∫S S   
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(4.5)                   34i id uχ πρ⋅ = ⋅∫
S
S   
(4.6)                   ( )44 43i k i k ikd u u gπρχ χ ⋅ = ⋅ −∫S S   
(4.7)              ( )55 48 3i k l i k l ik l il k kl id u u u g u g u g uπρχ χ χ πρ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅∫S S   
(4.8) 
( )
( )
6 6
6
64 4
5 15
8
5
i k l m i k l m ik lm il km im kl
ik l m il k m kl i m im k l km i l lm i k
d u u u u g g g g g g
g u u g u u g u u g u u g u u g u u
π πχ χ χ χ ρ ρ
π ρ
⋅ = ⋅ + ⋅ + +
− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∫
S
S 
 
С помощью формул (4.4) - (4.7) вычисляем интеграл выражения (3.7): 
(4.9) 
2 21 2
2 3
ik i i k
GG k k
e eT dS u u u uψ ρ= ⋅ − ⋅ ⋅∫S & & &   
 
5. При вычислении интеграла от выражений (3.5) и (3.6) необходимо 
учитывать, что в различных точках сферы S величины ikF  зависят от различных 
«точек излучения» на мировой линии частицы.  
Пусть ( )iy σ  – мировая линия второй частицы. Выберем на ( )iy σ  некоторую 
точку и рассечем S световыми конусами: ( ) ( ) 0i i i iy yχ χ− ⋅ − =  (начало координат 
помещено в центр сферы S). Учитывая 0i iχ χ = ,  получаем уравнение 3-плоскости 
(5.1) 1
2
i i
i iy y yχ =  
Обозначим O окружность, возникающую как пересечение 3-плоскости (5.1) 
со сферой S. Окружность O есть множество точек, для которых выбранная 4-точка 
( )iy σ  является точкой излучения. Построим единичные векторы η i и ζ i, 
ортогональные векторам ik  и iξ , причем ζ i - параллелен плоскости (5.1), а η i – 
ортогонален ζ i.  
Несложно показать, что этим условиям удовлетворяют векторы 
(5.2) ( )2 14
1
1
i iklm
k l mp n n
p n n
i iklm
k l m
e u y
y y u y y y
e u
ζ χ
ρ ρ
η χ ζρ
= ⋅
− ⋅ − ⋅ + ⋅
= ⋅
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здесь iklme  – единичный, полностью антисимметричный псевдотензор. Векторы 
, , ,i i i ikξ ζ η  образуют правую тройку, в чем легко убедиться, вычислив 
определитель: 1i k l miklme kξ ζ η = − . (Мы считаем 0123 1e = − ). 
В качестве элемента интегрирования в (2.6) выберем прямоугольник, стороны 
которого параллельны векторам iη  и iζ . 
Рассмотрим световой конус, вершина которого расположена в точке iy , 
лежащей на мировой линии частицы, достаточно близко к ( )iy σ , так, что 
(5.3) i i iy y w δσ= + ⋅  
где iw – вектор 4-скорости частицы. Подобно первому этот конус пересекается со 
сферой S по окружности O . Вычислим ширину полоски сферы S, заключенной 
между O и O . Для этого надо вычислить длину d стороны прямоугольника, 
параллельную вектору η i, заключенную между O и O . Поскольку конец вектора 
i idχ η+ ⋅  лежит на световом конусе точки iy , можно составить уравнение 
(5.4) ( ) ( ) 0i i i i i i i id y w d y wχ η δσ χ η δσ+ ⋅ − − ⋅ ⋅ + ⋅ − − ⋅ =  
решая которое, находим: 
(5.5) 
( )i ii
k
k
w y
d
y
χ δση
⋅ −= − ⋅  
Скалярное произведение в знаменателе (5.5) легко вычисляется из (5.2), после 
чего элемент интегрирования в (2.6) приобретает вид 
(5.6) 
( )
( )2 14
( )i ii
p n n
p n n
w y q
y y u y y y
ρ χ δσ δδ
ρ ρ
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅=
− ⋅ − ⋅ + ⋅
S  
где qδ  – сторона элементарного прямоугольника, параллельная вектору iζ . 
Окружность O лежит в 2 плоскости, являющейся пересечением 3-плоскостей 
(1.8) и (5.1) (напомним, ( )i i ix z τ χ− = ). Введем в этой плоскости 
ортонормированный базис ,i iλ μ ( 1i ii iμ μ λ λ= = − ). Ясно, что эти базисные векторы 
ортогональны векторам ,i iy u . Обозначим iN  центр окружности O. В системе 
наблюдателя, связанного с частицей u, iN  есть перпендикуляр, опущенный из 
центра сферы S на плоскость O. В лабораторной системе мы найдем , построив 
вектор, составленный из ,i iy u , конец которого лежит на плоскости O: 
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(5.7) 
( ) ( )
2 2
)
2
m i i k i k m i
m k k mi
s s
y y y u y u y y u y y u
N
r r
ρ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅= − +⋅  
где sr  – расстояние между частицами u и w в системе наблюдателя u: 
(5.8) ( )2i is i ir u y y y= −  
Вектор iχ  из центра сферы S в какую-либо точку O может быть представлен 
в виде: i i i iN a bχ λ μ= + ⋅ + ⋅ . Учитывая, что iχ  светоподобен, находим: 
2 2 i
ia b N N+ = , откуда заключаем, что 
(5.9) ( )cos sini i i ioN Rχ λ ϕ μ ϕ= + ⋅ ⋅ + ⋅ , 
где 
(5.10) 
2
2
4 4
4
m m
i p m m
o i p
s
y y y uR N N y y
r
ρ ρ− ⋅ += = − ⋅ ⋅ .  
Мы приходим к выражению для величины qδ : oq Rδ δϕ= ⋅ . Выражение (5.6) 
для элемента интегрирования по сфере S принимает вид: 
(5.11) 
( )( )i ii
s
w y
r
ρ χ δσ δϕδ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅=S  
Таким образом, интеграл по сфере S распадается на интеграл по dϕ  вдоль 
окружности O и на интеграл по dσ вдоль мировой линии частицы w. Пределы 
интегрирования σ1, σ2 определим из условия, что конец вектора Ni оказывается на 
поверхности сферы S. Это приводит к уравнению относительно yi(σ): Ni⋅Ni=0 . 
Согласно (5.10), эта свертка распадается на два сомножителя:  
(5.12) ( ) ( )( ) ( ) 0 ; 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0i i ii i iy y u y u yσ σ ρ τ σ ρ τ σ⋅ = − ⋅ − =  
Таким образом, пределы интегрирования σ1, σ2  определяются точками пересечения 
световых конусов точек ( ) , ( ) 2 ( )i i iz z uτ τ ρ τ+ ⋅  с мировой линией частицы w.  
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Рис.5.1. 
Из физических соображений ясно, что следует выбрать интервал 
интегрирования между точками, вырезаемыми световыми конусами абсолютного 
прошлого. Условия (5.12) имеют ясный геометрический смысл (см. рис. 5.1). Луч 
света из 4-точки yi(σ1) (луч AB)  достигает самой удаленной от частицы точки сферы 
S. Тогда как луч света из точки yi(σ2) (луч CD) достигает сферу S в ближайшей к 
частице точке. Луч AB лежит на световом конусе абсолютного прошлого 4-центра 
сферы S, то есть точки ( )iz τ . Луч CD лежит на световом конусе абсолютного 
прошлого 4-точки ( ) 2 ( )i iz uτ ρ τ+ ⋅ . Таким образом, на участке интегрирования AC 
справедливы следующие неравенства: 
(5.13) ( )( )
0
2 2 0
0
k
k
k k
k k
k
k
y y
y u y u
y u
ρ ρ
<
− − >
<
 
Интеграл (2.6) преобразуем к виду: 
 
F
B 
S 
D 
C 
A 
t 
y
x
yi(σ2)  
2 iuρ⋅ ⋅
yi(σ1) 
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(5.14) ( )2
1
2
0
( )i ik i ik i
s
P d T w y d
r
σ π
σ
ρδ δτ σ ψ χ ϕ= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅∫ ∫
 
 
 
Рис. 5.2. 
 
Характер движения качественно меняется при сближении частиц на 
расстояния порядка электромагнитного радиуса частиц 
(5.15) 
22
3
e
m
ρ = . 
Ускорение частицы u в точке uO  (см. рис. 5.2) определяется полем частицы w на 
участке мировой линии АС. Если расстояние между частицами велико, то точка С 
имеет в системе центра масс временную координату меньшую, чем точка  uO , 
следовательно движение частицы w на участке АС к этому моменту вполне 
определено, и для ответа на вопрос об ускорении частицы u в т. uO  достаточно 
решить стандартную задачу о движении в заданном внешнем поле. Однако, если 
частицы сближаются на расстояния, сравнимые с электромагнитным радиусом, то 
временная координата 4-точки С может оказаться больше временной координаты 
точки wO . В этом случае движение частицы w на участке АС окажется зависящим от 
движения частицы u на участке BD. Если при этом точка D выше т. uO , то, как мы 
видим, характер движения меняется качественно – ускорение частицы u в 
выбранной точке uO  зависит от участка ее собственной мировой линии, лежащего в 
D
B
C
A 
uOwO
w u
2 iuρ2 iwρ
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конусе абсолютного будущего рассматриваемой точки uO . Предлагаемая в данной 
работе теория не позволяет ответить на  вопрос о  движении частиц при таком 
сближении.   Как видно из рис. 5.2. критическое расстояние оказывается зависящим 
от компоненты 0u  4-скорости частицы: 
(5.16) 02md uρ⋅ ⋅  . 
6. Величины ikF , входящие в (3.5) и (3.6) определяются выражением 
Леонара-Вихерта: 
(6.1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
ik i k k i m i k k i
mm m
m m
e eF w w w w w
w w
β β β β ββ β= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −
& & & , 
где i i iyβ χ= − +  – 4-вектор из «точки излучения» ( )iy τ  на мировой линии частицы 
w в точку iχ  на  окружности O, ,i iw w&  – скорость и ускорение частицы w в моментτ . 
Для вычисления интегралов от величин (3.5) и (3.6) необходимо выполнить ряд 
довольно громоздких преобразований. Для упрощения записи формул введем 
следующие обозначения: 
(6.2) ik i i i i i iFG k u a y wT B u B u B B y B w Bwχψ χ⋅ = + + + + +& &  
Тогда, преобразуя (3.6), находимc: 
 
(6.3) 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
1
232
1
222
1
4
1
4
l l k mu w
u l l k mm
m
l l mu w
l l mm
m
e eB Y w u u y w w
w
e e Y u w u y w
w
β βπρ β
βπρ β
= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −
− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +
& & &
& & & &
 
(6.4) 
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
1
232
1
222
1
4
1
4
l k mu w
a l k mm
m
l mu w
l mm
m
e eB Y u w U y w w
w
e e Y u w U y w
w
ρ βπρ β
ρπρ β
= × ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ −
+ × ⋅ ⋅ + + ⋅ +
&
& &
 
(6.5) 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
3 22
2
3 2
2 1
4
1 2
4
1
k l m lu w w
k l m lm m
m m
m mu
m m
k m kw w
k m km m
m m
e e eB y u u w w u w
w w
e y u u
e eu w w u w
w w
χ ρ βπρ β β
βπρ
ββ β
⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
− ⋅ − − ⋅ ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
& & & &
& &
& &
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(6.6) 
( )( )
( ) ( ) ( )
2
3 2
1
4
1
mu
y l l m
l m lw w
mm m
m m
eB u u u
e ew w w
w w
ρ χπρ
ββ β
= ⋅ ⋅ + ⋅ − ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
& &
& &
 
(6.7) ( )( ) ( ) ( )32 1 14 m l mu ww l l m mm m
e eB u u u w
w
ρ χ β βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ −
& & &  
(6.8) ( )( ) ( )22 14 m lu wb l l m m m
e eB u u u
w
ρ χ βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅
& &  
Величины ...B должны быть проинтегрированы по окружности O. 
 
7.  Рассмотрим следующие интегралы: 
(7.1) ( ) ( ) ( )1 2 3 42 3 4
1 1 1 1; ; ; ;m m m m
s m s s sm m m
d d d dL L L L
r r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ
β ξ β ξ β ξ β ξ= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫O O O O  
(7.2) ( ) ( )1 2 32 3
1 1 1; ; ;
i i i
i i i
m m m
s m s sm m
d d dM M M
r r r
β ϕ β ϕ β ϕ
β ξ β ξ β ξ
⋅ ⋅ ⋅= ⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
O O O
 
(7.3) ( ) ( )4 54 5
1 1; ;
i i
i i
m m
s sm m
d dM M
r r
β ϕ β ϕ
β ξ β ξ
⋅ ⋅= ⋅ = ⋅∫ ∫
O O
 
(7.4) ( ) ( ) ( )1 2 32 3
1 1 1; ; ;
i k i k i k
ik ik ik
m m m
s s sm m m
d d dN N N
r r r
β β ϕ β β ϕ β β ϕ
β ξ β ξ β ξ
⋅ ⋅ ⋅= ⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
O O O
 
(7.5) ( ) ( )4 54 5
1 1;
i k i k
ik ik
m m
s sm m
d dN N
r r
β β ϕ β β ϕ
β ξ β ξ
⋅ ⋅= ⋅ = ⋅∫ ∫
O O
 
(7.6) ( ) ( )2 32 3
1 1; ;
i k l i k l
ikl ikl
m m
s sm m
d dP P
r r
β β β ϕ β β β ϕ
β ξ β ξ
⋅ ⋅= ⋅ = ⋅∫ ∫
O O
 
(7.7) ( ) ( )4 54 5
1 1; ;
i k l i k l
ikl ikl
m m
s sm m
d dP P
r r
β β β ϕ β β β ϕ
β ξ β ξ
⋅ ⋅= ⋅ = ⋅∫ ∫
O O
 
(7.8) ( )5 5
1 i k m nikmn
m
s m
dQ
r
β β β β ϕ
β ξ
⋅= ⋅ ∫
O
 
 
Интегралы от величин (6.3)-(6.8) могут быть выражены через эти интегралы (7.1)-
(7.8), если в последних заменить m mwξ → . Введем обозначения: 
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(7.9) 
2
0
1ˆ m
u u m
s
B B w d
r
π
β ϕ= ⋅∫  
(7.10) 
2
0
1ˆ m
a a m
s
B B w d
r
π
β ϕ= ⋅∫  
(7.11) 
2
0
1ˆ i i m
m
s
B B w d
r
π
β χ β β ϕ= ⋅ ⋅∫  
(7.12) ( )2
0
1ˆ m
y y m
s
B B B w d
r
π
χ β ϕ= + ⋅∫  
(7.13) 
2
0
1ˆ m
w w m
s
B B w d
r
π
β ϕ= ⋅∫  
(7.14) 
2
0
1ˆ m
b b m
s
B B w d
r
π
β ϕ= ⋅∫  
Так, что  
(7.15) ( )2
1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
i
i i i i i iFG
u a y w b
dP B u B u B B y B w B w d
d
σ
β
σ
ρ στ = − ⋅ + + + + + ⋅∫ & &  
С помощью несложных преобразований из  можно найти (см. Приложение 3): 
(7.16) 
( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
2 2 12
2 2 12
ˆ 2 1
4
2
4
i m l i im l iu w
l m l m
k im ipm im ku w
m k p k
e eB U u y u u w M N w w M
e e u u w N P w N u w
β ρπρ
πρ
= − ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅
+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
& & & &
& & &
 
(7.17) 
( )
( )
( )( )
1
2 222
1
2 222
1
1 122
ˆ
4
4
1
4
l l ku w
u l l k
l m ml ku w
l l k m
l l mu w
l l m
e eB Y w u L M u y w
e e Y w u M N u y w w
e e Y u w L M u y w
πρ
πρ
πρ
= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ + ⋅ +
& &
& & &
& & & &
 
 
(7.18) 
( )( ) ( )
( ) ( )( )
1
2 222
1
122
ˆ
4
1
4
l k mu w
a l k m
l mu w
l m
e eB Y u w U y w L M w
e e Y u w U y w L
ρπρ
ρπρ
= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ −
+ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅
&
& &
 
(7.19) 
( ) ( )( )
( )( )
2 2 12
2 2 12
ˆ
4
4
l m lu w
y l m l
k m nm m ku w
m k n k
e eB U u w L M w u w L
e e u u w M N w M u w
ρπρ
πρ
= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
+ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
& & & &
& & &
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(7.20) 
( )( ) ( )
( )
2 22
2 22
ˆ 1
4
4
m mu w
w m m
l lmu w
l m
e eB U y u L M w
e e U u M N w
ρπρ
πρ
= ⋅ + − ⋅ −
− ⋅ ⋅ ⋅ −
& &
& &
 
 
(7.21) ( ) ( )( )1 12ˆ 14 l mu wb l me eB U u M U y u Lρπρ= ⋅ − ⋅ + + ⋅ − ⋅& &  
Где введены обозначения  
(7.22) ;k kk kU y u Y y y= − =  
8.  Рассмотрим выражение (3.5). Тензор энергии-импульса приведем к видуd: 
(8.1)   
( ) ( ) ( )
( )
2
5 4
2 2
6 4 4
1 11
4 ( ) ( )
1 1 11
4 ( ) ( ) 2 ( )
ip p i i p m p i i pw
FF mm m
m m
ip
i p m i p kw
m km m m
m m m
eT w w b b b
w w
e gb b b
w w w
β β β β βπ β β
β β β β βπ β β β
⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ − + ⋅ +⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
Интеграл (5.14) по сфере S распадается на четыре слагаемых, которые мы вычислим 
независимо. Каждое из слагаемых представляет собой двойной интеграл по мировой 
линии частицы 2 и по окружности O: 
(8.2) ( )2
1
i
i i i iFF
w b
dP d X X w X w X
d
σ
ψ
σ
ρ στ = − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ +∫ &  
где  
(8.3)   
( ) ( )222
4 3 5
0
1 1
4 ( ) ( ) ( )
p m p mp p ki
m mi w k
pm m m
s m m m
w b be w w wX d
r w w w
π
β
β β βββϕ ψπ β β β
⎛ ⎞⋅ − ⋅ −− ⋅⎜ ⎟= ⋅ ⋅ ⋅ + −⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ & & &  
(8.4) ( )22 4
0
1 1
4 ( )
p
mw
w m pm
s m
eX d w
r w
π βϕ β ψπ β= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅∫ &  
(8.5) 
22
3
0
1
4 ( )
p
w
b pm
s m
eX d
r w
π βϕ ψπ β= ⋅ ⋅ ⋅∫  
(8.6) 
22
3
0
1 1
2 4 ( )
ip
i w
pm
s m
e gX d
r w
π
ψ ϕ ψπ β= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫  
Каждое из выражений (8.3)-(8.6) разобьем на три в соответствии с тремя слагаемыми 
величины pψ : 
(8.7) 
( ) ( )
( ) ( )
2 2
, ,
2 2
, ,
; ;
4 4
; ;
4 4
i i i i m mw w
u a m w wu w wa m
i i i i m mw w
u a m b bu b ba m
e eX X X X a X X X X a
e eX X X X a X X X X a
β β βρ β ρ
ψ ψ ψρ ψ ρ
π π
π π
= ⋅ + + = ⋅ + +
= ⋅ + + = ⋅ + +
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Преобразуя (8.3), найдемe: 
(8.8) 
( )
( ) ( )
4 4 3
5 5 5 32
i p i im i p
u p m p
i im imn k i p
m m n k p
X w u M N w M w u
M N w P w w w w M y u
β
ρ
= ⋅ − + ⋅
− − ⋅ + + ⋅ ⋅ −
& &
& & & & &
 
(8.9) 
( ) ( )( )
( )
4 4 3
5 5 5 3
11
2
2
i p i im p i
p m p
p
pi im imn k i
m m n k
X w y M N w w y M
y y
M N w P w w w w M
βρ ρ
ρ
= − ⋅ − + + ⋅
− − ⋅ + + ⋅ ⋅
& &
& & & & &
 
(8.10) 
( )( ) ( )
( )( )
( ) ( )( )
4 4 4 4 3 3
5 5 5 5
5 5 3 3
1
2
2
2
p p
p pim im i m imq m iq im m i
a q
p
pim m i imq m iq
q
p
pimqk m iqk im m i k
q k k
w y w y
X N M y P y N w N y M
y y
N y M P y N w
y y
Q y P w w N y M w w
β ρ ρ
ρ
ρ
+= ⋅ + + + + ⋅ +
+ + − ⋅ + ⋅
+ + + + ⋅ ⋅
&&
&
& & & &
 
Подобным образом можно найтиf: 
(8.11) ( ) ( )4 4l mwu l mX y u L M wρ= − ⋅ − &  
(8.12) ( )4 4 2
l
m l
w m
y yX L M wρ ρ= − ⋅&  
(8.13) ( ) ( )( )4 4 4 4 2
l
m m m mp m p l
wa p
y yX M y L N y M w ρ= − + ⋅ − + ⋅ ⋅&  
(8.14) ( ) 3lwu lX y u Lρ= − ⋅  
(8.15) 32
l
l
b
y yX Lρ ρ= ⋅  
(8.16) ( )3 3 2
l
m m m l
ba
y yX y L M ρ= − ⋅ + ⋅  
(8.17) 3
1
2
i i
uX L uψ = − ⋅ ⋅  
(8.18) ( )3 312i i iX M y Lψρ ρ= ⋅ + ⋅  
(8.19) ( )3 3 3 312i mi m i i m m iaX N y M y M y y Lψ ρ= − ⋅ + + +  
9. Вычислим интегралы (7.1)-(7.8). Рассмотрим производящую функцию 
(9.1) 1
1
m
s m
dL
r
ϕ
β ξ= ⋅ ∫O  
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интеграл в (9.1) берется по окружности О, по которой скользит конец 4-вектора iβ : 
(9.2) ( )cos sini i i i i ioy N Rβ χ λ ϕ μ ϕ= − = + ⋅ +% , 
где i i iN N y= −%  – 4-вектор из положения частицы w в центр окружности. 
Выберем базис ( ),i iλ μ  в плоскости О так, чтобы 0i iμ ξ = :  
(9.3) ( )2
1;i iklm i iklmk l m k l m
k p
k p
A e u y e u y
y u y y
μ ξ λ μ= ⋅ = ⋅
−
 
здесь нормировочный множительg 1
iklm p q r
k l m ipqr
A
e u y e u yξ ξ= − ⋅ . 
Или 
(9.4) 1
nm
n m
A ξ ξ= Θ%  
Где  
(9.5) ( )( ) ( )( )2nm k k nm n m k m n n m k m nk k k ku y y y g y y u y u y u y y y u uΘ = − − ⋅ − ⋅ − ⋅ + + ⋅%  
Заметим, чтоh 
(9.6) ( )2ik i k i ksr λ λ μ μΘ = ⋅ +%  
откудаi 
(9.7) nm nm im s n mrξ ξ ξ λΘ = ⋅ Θ ⋅% %  
Интеграл (9.1)  может быть вычислен:  
(9.8) 
2
1 2 2
0
1 1 2
coss s
dL
r a b r a b
π ϕ π
ϕ= ⋅ = ⋅+ −∫ , 
где ;i ia N ξ= ⋅%  
i
i iklmo i o
o i k l m i o
s s s
R Rb R e u y R
r r A r A
μ μλ ξ μ ξ= ⋅ = ⋅ = − ⋅ =⋅ ⋅ . Откуда находим: 
(9.9) 1
2
nm
m n
L πξ ξ= Θ , 
где  
(9.10) 2 2nm n m iklm p q rns o k l ipqrN N r R e u y e u y gΘ = ⋅ + ⋅ ⋅% %  
Или  
(9.11) 2 2nm n m nms oN N r RΘ = ⋅ − ⋅Θ% % %  
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Выражение (9.10) можно упростить, если принять во внимание (5.7) и (5.10). В 
Приложении 1 получен следующий результат: 
(9.12) 
( )( ) ( )( )
( )
1 1
2 2
21
4
nm p n p n q m q m
p p q q
p q q nm
p q q
y u y y y u y u y y y u
y y y y y u g
ρ ρ
ρ ρ
Θ = − ⋅ + ⋅ − ⋅ +
− ⋅ − ⋅ + ⋅
 
 
В Приложении 2 показано, как вычисляются интегралы (7.1)-(7.6). Выпишем 
результаты вычислений: 
(9.13) ( )
2
2
2 3
2
2
i m i m
i m o m
s
nm
m n
N N RM r ξ λ λ ξπ
ξ ξ
− ⋅= ⋅ ⋅
Θ
% %
 
(9.14) ( )
2
2 3
2
2
m
m
s
nm
m n
NL r ξπ
ξ ξ
= ⋅ ⋅
Θ
%
 
(9.15) 1 1
2 1,
i
i i i i
i nm
i s n m
NM N L X where X
r
ξπλ λ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ + ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠
%%  
(9.16) ( ) ( )( )21 1 1 1 1ik i k i k k i i k i koN N N L N N X R L X Xλ λ λ λ μ μ= ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅% % % %  
где     1 12
k
k
k
o k
N XX L
R
ξ
λ ξ
⋅= +⋅
%
 
(9.17) ( )2 2 2ik i k i k k i i k i kN N N L N N X X Xλ μλ λ λ λ μ μ= ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅% % % %  
где 
(9.18) ( ) ( )
2
2 2
2 23
2
2 ; ;
m
o m
s ok
nm k
m n
R XX r X X R L Xμ λ μ
λ ξπ λ ξξ ξ
⋅= − ⋅ ⋅ = − = ⋅ −
Θ
 
(9.19) 
( ) ( )
( ) ( )
2 2 2 2 2 2
2 2 3 4
ikl i k l i kl l k l ik k i
k il i l i k l i k l i k l i k l
P N N N L N N N M N N N M
N N N M X Xλ λ λ λ μ μ μ λ μ μ μ λ
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
+ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ + +
% % % % % % %
% %  
где 
(9.20) 
2
1
4 3 2 4;
l
o l k
kl
l
R X N X
X X N N X Xμ
ξ
λ ξ
⋅ − ⋅ ⋅= = ⋅ ⋅ −⋅
% % %  
(9.21) ( ) ( )3 2 5 32 2
21 3 1 2
2 2 2
im kn ik
ik i m n
nm nmk
m n m n
N M π ξ ξ πξ ξ ξ ξ ξ
⋅Θ ⋅Θ∂ ⋅Θ= − = ⋅ −∂ Θ Θ
 
(9.22)        
( )
( ) ( )4 5 72 2
2 21 5
2 2
il kn kl in ik ln im kn lp
n m n pikl
nm nm
m n m n
P
π ξ π ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ ⋅ ⋅Θ Θ Θ= − ⋅ +
Θ Θ
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(9.23)    
( )
( ) ( )
( )
( )
5 5 9
2 2
7
2
1 352
8 8
5
4
il km kl im ik lm iq kn lp ms
q n p siklm
nm nm
m n m n
im kq lp iq km lp il kp mq kl ip mq iq kp lm ik lp mq
q p
nm
m n
Q
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ Θ Θ Θ Θ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ−
Θ
 
Свертка тензора nmΘ  с mu  имеет вид: 
(9.24) ( )nm p nm pu y uρΘ = − ⋅ϒ  
Где через nϒ  обозначено следующее выражение в: 
(9.25) ( )( ) ( )1 12 2n n q m q n p mq m q p my y u y u y y u y y y uρ ρϒ = ⋅ − ⋅ + + ⋅ ⋅ −  
Заметим, что 
(9.26) ( ) 2n qn q su y u rρϒ = − ⋅ . 
С помощью (9.24) и (9.26), учитывая i ii iu y uβ ρ= − , находимj: 
(9.27)   
( )
( ) ( )
( )
( )
5 5 9
2 2
7
2
1 352
8 8
5
4
il k kl i ik l iq kn lp s
q n p sikl
nm nm
m n m n
i kq lp iq k lp iq kp l kl ip q il kp q ik lp q
q p
nm
m n
P
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞Θ ϒ +Θ ϒ +Θ ϒ Θ Θ Θ ϒ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
ϒ Θ Θ +Θ ϒ Θ +Θ Θ ϒ +Θ Θ ϒ +Θ Θ ϒ +Θ Θ ϒ−
Θ
 
(9.28) 
( )
( ) ( )
( )
( )
2
5 5 9
2 2
2
7
2
1 352
8 8
2 25
4
i k k i ik iq kn p s
s q n p sik
nm nm
m n m n
i kq p k ip q iq kp ik p q
s q p
nm
m n
r
N
r
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞ϒ ϒ +ϒ ϒ +Θ ⋅ Θ Θ ϒ ϒ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
⋅ϒ Θ ϒ + ⋅ϒ Θ ϒ +Θ Θ ⋅ +Θ ϒ ϒ−
Θ
 
 (9.29) ( )
( )
( )
( )
( )
322
5 5 7 9
2 2 2
15 353
4
i q p ip q iq ni
s q p q ni s
nm nm nm
m n m n m n
rrM
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⋅ ϒ ϒ ϒ +Θ ϒ ⋅ ⋅Θ ϒ⋅ϒ ⋅⎜ ⎟= ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ Θ⎝ ⎠
 
(9.30) 
( )
( ) ( )4 5 72 2
2 21 5
2 2
i kn k in ik n im kn p
n m n pik
nm nm
m n m n
N
π ξ π ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ ϒ Θ + ϒ Θ +Θ ϒ ⋅ ⋅Θ Θ ⋅ϒ= − ⋅ +
Θ Θ
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(9.31) 
( )
( )
( )
( )
22
4 5 7
2 2
2 2 21 5
2 2
i n in im p
s n m pi
nm nm
m n m n
r
M
π ξ π ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ ⋅ ϒ ϒ +Θ ⋅ ⋅ ⋅Θ ⋅ ϒ= − ⋅ +
Θ Θ
 
(9.32) ( )
( )
( )
3
2
4 5 7
2 2
3 5
pn
pn s
nm nm
m n m n
rL
ξξπ π
ξ ξ ξ ξ
ϒϒ ⋅= − ⋅ + ⋅
Θ Θ
 
(9.33) ( ) ( )3 5 32 23
im n i
i m n
nm nm
m n m n
M ξ ξπ π
ξ ξ ξ ξ
Θ ⋅ϒ ϒ= ⋅ − ⋅
Θ Θ
 
(9.34) 
( )
( ) ( )
2
2
3 5 3
2 2
3
m
m s
nm nm
m n m n
rL
ξπ π
ξ ξ ξ ξ
ϒ= ⋅ − ⋅
Θ Θ
 
 
10. Результаты. 
Ниже представлены результаты расчетов столкновений двух частиц с зарядами 
противоположных знаков при различных значениях начальной энергии и 
прицельного расстояния. Через u  обозначена абсолютная величина 
пространственной компоненты 4-скорости каждой из частиц в системе центра масс. 
Через d обозначено прицельное расстояние на бесконечности. Массы 
сталкивающихся частиц приняты равными единице. Заряды – 1± . 
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Рис. 10.1. Траектория захвата частицы. При столкновении с малыми энергиями 
частицы совершают множество оборотов вокруг центра масс, постепенно сближаясь 
из-за радиационных потерь энергии. Неэллиптическая форма траектории связна с 
выбранной логарифмической шкалой расстояний. 
 
 
 
 
 
 
Рис. 10.2. Финальная стадия захвата частицы при тех же параметрах. 
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Рис. 10.3. Зависимость угла отклонения частицы в системе центра масс от 
прицельного расстояния при значениях 4-скорости 0.02;0.03;0.04;0.05xu = .  
Пунктиром показана соответствующая кривая, вычисленная по формуле Резерфорда. 
 
 
 
 
Рис. 10.4. Зависимость угла отклонения частицы в системе центра масс от 
прицельного расстояния при значениях 4-скорости 0.06;0.07;0.08;0.10xu = .  
Пунктиром показана соответствующая кривая, вычисленная по формуле Резерфорда. 
 
 
 
Рис. 10.5. Зависимость угла отклонения частицы в системе центра масс от 
прицельного расстояния при значениях 4-скорости 0.12;0.14;0.16;0.18xu = .  
Пунктиром показана соответствующая кривая, вычисленная по формуле Резерфорда. 
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Рис. 10.6. Зависимость угла отклонения частицы в системе центра масс от 
прицельного расстояния при значениях 4-скорости 0.3;0.4;0.5;0.6xu = . Пунктиром 
показана соответствующая кривая, вычисленная по формуле Резерфорда. 
 
 
 
Рис. 10.7. Зависимость угла отклонения частицы от прицельного расстояния при 
значениях 4-скорости 0.7;0.8;0.9;1.0xu = .  Пунктиром показана соответствующая 
кривая, вычисленная по формуле Резерфорда. 
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Рис. 10.8.  Разность между рассчитанным углом отклонения и формулой Резерфорда 
в зависимости от прицельного расстояния при четырех значениях начальной 
скорости. 
 
Рис. 10.9.  Разность между рассчитанным углом отклонения и формулой Резерфорда 
в зависимости от прицельного расстояния при четырех значениях начальной 
скорости. 
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Рис. 10.10.  Разность между рассчитанным углом отклонения и формулой 
Резерфорда в зависимости от прицельного расстояния при четырех значениях 
начальной скорости. 
 
Рис. 10.11.  Разность между рассчитанным углом отклонения и формулой 
Резерфорда в зависимости от прицельного расстояния при четырех значениях 
начальной скорости. 
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Рис. 10.12.  Разность между рассчитанным углом отклонения и формулой 
Резерфорда в зависимости от прицельного расстояния при четырех значениях 
начальной скорости. 
 
 
Рис. 10.13. Зависимость потерь энергии от прицельного расстояния при различных 
значениях начальной энергии. 
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Рис. 10.14. Зависимость потерь энергии от прицельного расстояния при различных 
значениях начальной энергии. 
 
 
Рис. 10.15. Зависимость потерь энергии от прицельного расстояния при различных 
значениях начальной энергии. 
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Рис.  10.16. Зависимость относительных потерь энергии от прицельного расстояния 
при различных значениях начальной энергии. 
 
Рис. 10.17. Зависимость относительных потерь энергии от прицельного расстояния 
при различных значениях начальной энергии. 
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Рис.  10.18. Зависимость относительных потерь энергии от прицельного расстояния 
при различных значениях начальной энергии. 
 
Рис. 10.19. Зависимость критического прицельного расстояния md , при котором 
происходит захват частицы, от начальной скорости u . По осям выбраны 
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логарифмические шкалы. Асимптотические прямые задаются уравнениями – 
40.222
3
y x= − (зеленая прямая) и 0.125y x= + (красная прямая).  
 
Из рисункаk мы видим, что при малых скоростях сечение захвата частицы падает с 
ростом начальной скорости, а при достижении релятивистских скоростей начинает 
расти. При малых скоростях зависимость сечения от скорости может быть задана 
формулой: 
(10.1) 
4
35
3m
d u
−= ⋅ . 
На этом участке захват частицы определяется соотношением величин излучаемой 
энергии и исходной кинетической энергии сталкивающихся частиц. Значение (10.1) 
соответствует равенству этих величин. 
Рост критического прицельного расстояния на релятивистском участке связан с 
уходом частицы под электромагнитный радиус ρ (см. (5.15)) . При этом частицы 
уходят под электромагнитный радиус с положительными значениями полной 
энергии. Зависимость критического прицельного расстояния от скорости в системе 
центра масс задается приближенной формулой:  
 
(10.2) 4
3m
d u= . 
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Приложение 1. 
( ) ( ) ( )ikls i k l l k k i l l i l k i i kpqrs p q r q r p q r q r p q r q re e δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ⋅ = − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −  
( ) ( ) ( )( )2 2nm n n m m k p iklm p q rnk p o k l ipqrN y N y y u y y R e u y e u y gΘ = − ⋅ − ⋅ − + ⋅ ⋅  
m iklm p q ikms p q
r k l ipqr i k pqrsXE e u y e u y e u y e u y= ⋅ = ⋅  
( ) ( ) ( )( )m p q i k m m k k i m m i m k i i kr i k p q r q r p q r q r p q r q rXE u y u y δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ= ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −
( ) ( ) ( )( )m q m m p q m m m q qr q r r p q r r q r q rXE y y y y u y y u y u u y y u y u yδ δ= − − + ⋅ − + ⋅ −  
( )( ) ( )( )2m m q q m p m m q qr r q q r p r q r q rXE y u y y y y u y y u u y y u y u yδ= ⋅ − + − ⋅ + ⋅ −  
( )( ) ( ) ( )2m m q q m p m qr r q q r p r q r q rXE y u y y y y u y u u y y u u yδ= ⋅ − + − ⋅ + ⋅ −  
( )( ) ( ) ( )2m rn mn q q m n p n m q n nr q q p q qXE g g y u y y y y u y u u y y u u y= ⋅ − + − ⋅ + ⋅ −  
( )( ) ( )2m rn mn q q m n p n m n m m n qr q q p qXE g g y u y y y y u y u y y u u u y y= ⋅ − + − ⋅ + + ⋅  
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
2 22
2
nm n n m m k p k p nm
k p o k p
m n p n m n m m n q
o p q
N y N y y u y y R y u y y g
R y y u y u y y u u u y y
Θ = − ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅
+ ⋅ − ⋅ + + ⋅
 
 
( )
( )( ) ( )( )( )2 2
)
2
m i i k i k m i
m k k mi
i i i i
i i i i
y y y u y u y y u y y u
N
u y y y u y y y
ρ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅= − +
⋅ − −
 
( )( )
2
2
4 4
4
m m
i p m m
o i p
k k
k k
y y y uR N N y y
y u y y
ρ ρ− ⋅ += = − ⋅
⋅ −
 
( )( )
2
2
2
4 4
4
m m
i p m m
o i p
k k
k k
y y y uR N N y y
y u y y
ρ ρ− ⋅ += = − ⋅
⋅ −
 
( ) ( )
( )( )2
) 2
2
p i i q i q p i
p q q pi
i i
i i
y y y u y u y y u y y u
N
u y y y
ρ− ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅=
⋅ −
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Приложение 2. 
 
Величина 2
iM  вычисляется дифференцированием 1L : 
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Для вычисления 2L  свернем 2
iM  с iu и поделим на ( )Uρ + . Вычисления приводят к 
выражениюl: 
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Для вычисления 1
iM  подставим (9.2) в (7.2): 
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Откуда видно, что 
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Определим величины 3 4,X X  
2 0
ikl
klP g =  ( ) ( ) ( )
( )
2 2 2 2 2 2 2
3 4
ikl i k i k ik k i il i l
kl k k k l
i i
P g N N N L N N M N N N M N N N M
X Xλ λ
= ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
− ⋅ + ⋅ −
% % % % % % % % %
 
( )2 2 2 2 2 3 42 2ikl i k i k k i il ikl k k k lP g N N N L N N M N N M N N X X λ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − +% % % % % % % %  
 
( )3 4 2 22k i ilk i l iX X N N M N Nλ λ+ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅% % %  
( )2 2il ll i lN N N N Xλ⋅ = − ⋅% % %  
( )
2
2
2 3
2
2
i m i m
i m o m
s
nm
m n
N N RM r ξ λ λ ξπ
ξ ξ
− ⋅= ⋅ ⋅
Θ
% %
 
( )
2
2
2 3
2
2
m
i o m
i s
nm
m n
RM r λ ξλ π
ξ ξ
⋅= ⋅ ⋅
Θ
 
( ) ( )
2
2
3 4 23
2
2 2
m
k o m
k s
nm
m n
RX X N N r Xλ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞⋅⎜ ⎟+ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟Θ⎝ ⎠
% %  
( )
2
2
2 3
2
2
m
o m
s
nm
m n
RX r λ ξπ
ξ ξ
⋅= − ⋅ ⋅
Θ
 
( )3 4 2kkX X N N X+ = ⋅ ⋅% %  
 
2 1
ikl ik
lP Nξ =  
 41
( ) ( )
( )
2 2 2 2 2 2
2 2 3 4
ikl i k l i kl l k l ik k i
l l l l
k il i l i k l i k l
l l l
P N N N L N N N M N N N M
N N N M X X
ξ ξ ξ ξ
ξ λ λ λ ξ μ μ λ ξ
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅
+ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
% % % % % % %
% %
( ) ( )( )21 1 1 1 1ik i k i k k i i k i koN N N L N N X R L X Xλ λ λ λ μ μ= ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅% % % %  
 
2 2 4
ikl l ik i l
l k k l lP N N Xξ μ μ ξ μ λ ξ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅%  
2 4
ikl l i i l
l k l lP N X Xμξ μ μ ξ μ λ ξ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅%  
2
1 4
l l
o l lR X N X Xμ ξ λ ξ− ⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅%  
2
1
4
l
o l
l
l
R X N X
X μ
ξ
λ ξ
⋅ − ⋅ ⋅= ⋅
%
 
 
3 2 4
k
kX N N X X= ⋅ ⋅ −% %  
 
 
Формулы для 3 4 5, ,
ik ikl iklmN P Q  получаются непосредственно из (10.3) многократным 
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nm nmk
m n m n
N M π ξ ξπξ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⋅Θ ⋅Θ∂ ⋅Θ⎜ ⎟= − = − − ⋅⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
 
 
( ) ( )3 2 5 32 2
21 3 1 2
2 2 2
im kn ik
ik i m n
nm nmk
m n m n
N M π ξ ξ πξ ξ ξ ξ ξ
⋅Θ ⋅Θ∂ ⋅Θ= − = ⋅ −∂ Θ Θ
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( ) ( )4 3 5 72 2
2 21 1 3 15
3 3 2 2
il kn kl in ik ln im kn lp
n n n m n pikl ik
nm nml
m n m n
P N
π ξ ξ ξ π ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⋅ Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ ⋅Θ Θ Θ∂ ⎜ ⎟= − = − ⋅ −⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
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( ) ( )4 5 72 2
2 21 5
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n m n pikl
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m n m n
P
π ξ π ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ ⋅ ⋅Θ Θ Θ= − ⋅ +
Θ Θ
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( )
( )
( )
( )
( ) ( )
5 5 7
2 2
7 9
2 2
2 21 1 5
4 2 2
2 21 5 35
4 2 2
il km kl im ik lm il kn kl in ik ln mp
n piklm
nm nm
m n m n
im kq lp iq km lp iq kp lm iq kn lp ms
q p q p q p q n p s
nm nm
m n m n
Q
π π ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
π ξ ξ ξ ξ ξ ξ π ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⋅ Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ ⋅ Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ ⋅ ⋅Θ⎜ ⎟= − ⋅ − ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
⎛ ⋅ Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ ⋅Θ Θ Θ Θ⎜− ⋅ −
Θ Θ⎝
⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎠
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1 52
8 8
5 352
8 8
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m n m n
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q p q n p s
nm nm
m n m n
Q
ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ ⋅ ⋅Θ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
⎛ ⎞Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ⎜ ⎟+ ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
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Q
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞Θ Θ +Θ Θ +Θ Θ Θ Θ Θ Θ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ +Θ Θ Θ−
Θ
 
 
 
Уменьшаем количество индексов, сворачивая с iu  и деля на ( )Uρ + , поскольку 
i
iu Uβ ρ= + . 
 ( )nm p nm pu y uρΘ = − ⋅ϒ  
Где через nϒ  обозначено следующее выражение: 
( )( ) ( )1 12 2n n q m q n p mq m q p my y u y u y y u y y y uρ ρϒ = ⋅ − ⋅ + + ⋅ ⋅ −  
( ) 2n qn q su y u rρϒ = − ⋅ . 
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( ) ( )
( )
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5 5 9
2 2
7
2
1 352
8 8
5
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il k kl i ik l iq kn lp s
q n p sikl
nm nm
m n m n
i kq lp iq k lp iq kp l il kp q kl ip q ik lp q
q p
nm
m n
P
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞Θ ϒ +Θ ϒ +Θ ϒ Θ Θ Θ ϒ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
ϒ Θ Θ +Θ ϒ Θ +Θ Θ ϒ +Θ Θ ϒ +Θ Θ ϒ +Θ Θ ϒ−
Θ
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( ) ( )
( )
( )
2
5 5 9
2 2
2
7
2
1 352
8 8
5
4
i k k i ik iq kn p s
s q n p sik
nm nm
m n m n
i kq p iq k p iq kp i kp q k ip q ik p q
s q p
nm
m n
r
N
r
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞ϒ ϒ +ϒ ϒ +Θ ⋅ Θ Θ ϒ ϒ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
ϒ Θ ϒ +Θ ϒ ϒ +Θ Θ ⋅ + ϒ Θ ϒ + ϒ Θ ϒ +Θ ϒ ϒ−
Θ
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( )
2
5 5 9
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2
7
2
1 352
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2 25
4
i k k i ik iq kn p s
s q n p sik
nm nm
m n m n
i kq p k ip q iq kp ik p q
s q p
nm
m n
r
N
r
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞ϒ ϒ +ϒ ϒ +Θ ⋅ Θ Θ ϒ ϒ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
⋅ϒ Θ ϒ + ⋅ϒ Θ ϒ +Θ Θ ⋅ +Θ ϒ ϒ−
Θ
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( ) ( )
( )
( )
2 2 2
5 5 9
2 2
2 2
7
2
1 352
8 8
2 25
4
i i i iq n p s
s s s q n p si
nm nm
m n m n
i q p ip q iq p i p q
s s q p
nm
m n
r r r
M
r r
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξπ
ξ ξ
⎛ ⎞ϒ ⋅ + ϒ ⋅ + ϒ ⋅ Θ ϒ ϒ ϒ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠
⋅ϒ ϒ ϒ + ⋅Θ ϒ ⋅ +Θ ϒ ⋅ + ϒ ϒ ϒ−
Θ
 
( ) ( )
( )
( )
22
5 5 9 7
2 2 2
3 35 152
8 8 4
i q p ip qiq n p si
s q pq n p si s
nm nm nm
m n m n m n
rrM
ξ ξξ ξ ξ ξ ππ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞ ϒ ϒ ϒ +Θ ϒ ⋅Θ ϒ ϒ ϒϒ ⋅⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + −⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ Θ⎝ ⎠
 
( )
( )
( ) ( )
22
5 5 7 9
2 2 2
15 353
4
i q p ip q iq n p si
s q p q n p si s
nm nm nm
m n m n m n
rrM
ξ ξ ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⋅ ϒ ϒ ϒ +Θ ϒ ⋅ ⋅Θ ϒ ϒ ϒ⋅ϒ ⋅⎜ ⎟= ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ Θ⎝ ⎠
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5 5 7 9
2 2 2
15 353
4
i q p ip q iq ni
s q p q ni s
nm nm nm
m n m n m n
rrM
ξ ξ ξ ξπ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ
⎛ ⎞⋅ ϒ ϒ ϒ +Θ ϒ ⋅ ⋅Θ ϒ⋅ϒ ⋅⎜ ⎟= ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ Θ⎝ ⎠
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( ) ( )4 5 72 2
2 21 5
2 2
i kn k in ik n im kn p
n m n pik
nm nm
m n m n
N
π ξ π ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ ϒ Θ + ϒ Θ +Θ ϒ ⋅ ⋅Θ Θ ⋅ϒ= − ⋅ +
Θ Θ
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( )
22
4 5 7
2 2
2 21 5
2 2
i n in i n im p
s n m pi
nm nm
m n m n
r
M
π ξ π ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ ϒ ϒ +Θ ⋅ + ϒ ϒ ⋅ ⋅Θ ⋅ ϒ= − ⋅ +
Θ Θ
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( )
( )
( )
22
4 5 7
2 2
2 2 21 5
2 2
i n in im p
s n m pi
nm nm
m n m n
r
M
π ξ π ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ ⋅ ϒ ϒ +Θ ⋅ ⋅ ⋅Θ ⋅ ϒ= − ⋅ +
Θ Θ
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( )
( )
( )
22 2
4 5 7
2 2
2 2 21 5
2 2
n n m p
s s n m p
nm nm
m n m n
r r
L
π ξ π ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
⋅ ⋅ ϒ ⋅ + ϒ ⋅ ⋅ ⋅ ϒ ⋅ ϒ= − ⋅ +
Θ Θ
 
 
( )
( )
( )
3
2
4 5 7
2 2
3 5
pn
pn s
nm nm
m n m n
rL
ξξπ π
ξ ξ ξ ξ
ϒϒ ⋅= − ⋅ + ⋅
Θ Θ
 
 
 
( ) ( )3 5 32 2
23 1 2
2 2
im n i
i m n
nm nm
m n m n
M π ξ ξ π
ξ ξ ξ ξ
⋅Θ ⋅ϒ ⋅ϒ= ⋅ −
Θ Θ
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( ) ( )
2
2
3 5 3
2 2
2 23 1
2 2
m
m s
nm nm
m n m n
rL
π ξ π
ξ ξ ξ ξ
⋅ ϒ ⋅= ⋅ −
Θ Θ
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2
2
3 5 3
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3
m
m s
nm nm
m n m n
rL
ξπ π
ξ ξ ξ ξ
ϒ= ⋅ − ⋅
Θ Θ
 
 
 
Приложение 3. 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 22
3 22
2 1
4
1 2 1
4
l m lu w w
l m lm m
m m
m m k m ku w w
m m k m km m
m m
e e eB U a w b a b
w w
e e ey a a u w b u b
w w
χ ρ βπρ β β
β βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ − − ⋅ × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 22
3 22
3 22
2 1
4
1 1
4
2 1
4
l m lu w w
l m lm m
m m
m k m ku w w
m k m km m
m m
m k m ku w w
m k m km m
m m
e e eB U a w b a b
w w
e e ey a u w b u b
w w
e e ea u w b u b
w w
χ ρ βπρ β β
βπρ β β
β βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ − × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )( )
2 2 12
2 2 12
2 2 12
ˆ 2
4
1
4
2
4
i l i im l iu w
l m l
m k i im i ku w
m k m k
k im ikm im ku w
m k k k
e eB U a w M N b a b M
e e y a u w M N b M u b
e e a u w N P b N u b
β ρπρ
πρ
πρ
= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
− ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
 
( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
2 2 12
2 2 12
ˆ 2 1
4
2
4
i m l i im l iu w
l m l m
k im ipm im ku w
m k p k
e eB U a y a u w M N b b M
e e a u w N P b N u b
β ρπρ
πρ
= − ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅
+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
1
232
1
222
1
4
1
4
l l k mu w
u l l k mm
m
l l mu w
l l mm
m
e eB Y w a a y w b
w
e e Y a b a y b
w
β βπρ β
βπρ β
= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −
− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +
 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
1
232
1
232
1
222
4
4
1
4
l l ku w
u l l km
m
l l k mu w
l l k mm
m
l l mu w
l l mm
m
e eB Y w a a y w
w
e e Y w a a y w b
w
e e Y a b a y b
w
βπρ β
β βπρ β
βπρ β
= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +
 
( )
( )
( )( )
1
2 222
1
2 222
1
1 122
ˆ
4
4
1
4
l l ku w
u l l k
l m ml ku w
l l k m
l l mu w
l l m
e eB Y w a L M a y w
e e Y w a M N a y w b
e e Y a b L M a y b
πρ
πρ
πρ
= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ + ⋅ +
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
1
232
1
222
1
4
1
4
l k mu w
a l k mm
m
l mu w
l mm
m
e eB Y u w U y w b
w
e e Y u b U y b
w
ρ βπρ β
ρπρ β
= × ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ −
+ × ⋅ ⋅ + + ⋅ +
 
 
( )( ) ( )
( ) ( )( )
1
2 222
1
122
ˆ
4
1
4
l k mu w
a l k m
l mu w
l m
e eB Y u w U y w L M b
e e Y u b U y b L
ρπρ
ρπρ
= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ −
+ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅
 
 
( )2
0
1ˆ m
y y m
s
B B B d
r
π
χ β ξ ϕ= + ⋅∫  
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
3 22
2
3 2
2 1
4
1 2
4
1
l m lu w w
l m lm m
m m
m mu
m m
k m kw w
k m km m
m m
e e eB U a w b a b
w w
e y a a
e eu w b u b
w w
χ ρ βπρ β β
βπρ
ββ β
⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
− ⋅ − − ⋅ ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 22
3 22
3 22
2 1
4
1 1
4
2 1
4
l m lu w w
l m lm m
m m
m k m ku w w
m k m km m
m m
m k m ku w w
m k m km m
m m
e e eB U a w b a b
w w
e e ey a u w b u b
w w
e e ea u w b u b
w w
χ ρ βπρ β β
βπρ β β
β βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ − × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
 
( )( )
( ) ( ) ( )
2
3 2
1
4
1
m mu
y l l m m
l m lw w
mm m
m m
eB a u y a a
e ew b b
w w
ρ βπρ
ββ β
= ⋅ ⋅ + ⋅ − − ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
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( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 22
3 22
1 1
4
1
4
m l m lu w w
y l l m mm m
m m
m l m lu w w
l m mm m
m m
e e eB a u y a w b b
w w
e e eu a w b b
w w
ρ βπρ β β
β βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
 
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )
2 2 12
2 2 12
2 2 12
2 2 12
2 2 12
ˆ 2
4
1
4
2
4
1
4
4
l m lu w
y l m l
m k m ku w
m k m k
k m nm m ku w
m k n k
m l m lu w
l l m m
l m nm mu w
l m n
e eB U a w L M b a b L
e e y a u w L M b u b L
e e a u w M N b M u b
e e a u y a w L M b L b
e e u a w M N b M b
ρπρ
πρ
πρ
ρπρ
πρ
= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
− ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
+ ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ − + ⋅
− ⋅ ⋅ × ⋅ − + ⋅( )l
 
 
 
( ) ( )( )
( )( )
2 2 12
2 2 12
ˆ
4
4
l m lu w
y l m l
k m nm m ku w
m k n k
e eB U a w L M b a b L
e e a u w M N b M u b
ρπρ
πρ
= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
+ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅
 
 
 
( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 22
3 22
1 1
4
1
4
m l m lu w w
y l l m mm m
m m
m l m lu w w
l m mm m
m m
e e eB a u y a w b b
w w
e e eu a w b b
w w
ρ βπρ β β
β βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 22
3 22
1
4
1
4
l m lu w w
y l m lm m
m m
m k m ku w w
m k m km m
m m
e e eB B U a w b a b
w w
e e ea u w b u b
w w
χ ρ βπρ β β
β βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟+ = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟+ ⋅ × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
Checked! 
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( )( ) ( ) ( )32 1 14 m l mu ww l l m mm m
e eB a u a b
w
ρ χ β βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ −  
( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
32
32
1 1
4
1
4
m mu w
w m mm
m
l mu w
l mm
m
e eB U a b
w
e ea b
w
ρ χ βπρ β
ρ β βπρ β
= ⋅ + − × ⋅ −
+ ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ −
 
( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
32
32
1 1
4
1
4
m mu w
w m mm
m
l mu w
l mm
m
e eB U y a b
w
e eU a b
w
ρ βπρ β
β βπρ β
= ⋅ + − × ⋅ −
− ⋅ ⋅ × ⋅ −
 
Checked! 
 
( )( ) ( )
( )
2 22
2 22
ˆ 1
4
4
m mu w
w m m
l lmu w
l m
e eB U y a L M b
e e U a M N b
ρπρ
πρ
= ⋅ + − ⋅ −
− ⋅ ⋅ ⋅ −
 
 
( )( ) ( )22 14 m lu wb l l m m m
e eB a u a
w
ρ χ βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅  
( )( ) ( )22 14 m m lu wb l l m m m m
e eB a u y a a
w
ρ β βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − − × ⋅  
 
( ) ( )( ) ( )22 14 l m mu wb l m m m m
e eB a U y a a
w
ρ β ρ βπρ β= ⋅ ⋅ + + ⋅ − − ×  
( ) ( )( ) ( )22 14 l mu wb l m m m
e eB U a U y a
w
β ρπρ β= ⋅ − ⋅ + + ⋅ − ×  
Checked! 
 
( ) ( )( )1 12ˆ 14 l mu wb l me eB U a M U y a Lρπρ= ⋅ − ⋅ + + ⋅ − ⋅  
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Дополнительные сноски 
                                                          
a 1 1
4 2
ik il k il k ik lm
FG l l lmT G F F G g G Fπ
⎛ ⎞= ⋅ − − +⎜ ⎟⎝ ⎠   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
ik i k k i m i k k iu u
mm m
m m
e eG u u a a a
u u
χ χ χ χ χχ χ= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −   
( )1 m ll l mu a χψ χ ρ= + − + ⋅  
m m myχ β= +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
ik i k k i m i k k iw w
mm m
m m
e eF w w b b b
w w
β β β β ββ β= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −  
 
( )1 1 14 2ik i kl il k ik lm m kFG k l l lm k mT G F F G g G F u a χψ χπ ρ⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ = ⋅ − − + ⋅ + − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
i i i m i iu u
l l l m l lm m
m m
e eG u u a a a
u u
χ χ χ χ χχ χ= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2
3 2
3 2
1 1
4
1 1
4
1 1
8
ik i i m i i klu u
FG k l l m l l km m
m m
il k k m k ku u
l l m l l km m
m m
ik mu u
m l l m m m l l m km
m
l
m
m
m
e eT u u a a a F
u u
e eF u u a a a
u u
e eg u u a a a F
u u
ψ χ χ χ χ χ ψπ χ χ
χ χ χ χ χ ψπ χ χ
χ χ χ χ χ ψπ χ χ
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟+ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 2
3 2
3 2
1 1
4
1 1
4
1 1
8
ik i i m i i klu u
FG k l l m l l k
il k k m k ku u
l l m l l k
ik mu u
m l l m m m l k
ml
l m
e eT u u a a a F
e eF u u a a a
e eg u u a a a F
ψ χ χ χ χ χ ψπ ρ ρ
χ χ χ χ χ ψπ ρ ρ
χ χ χ χ χ ψπ ρ ρ
⎛ ⎞⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 2
3 2
3 2
3
1 1
4
1 1 1
4
1 1
4
1
4
ik i i m i i klu u
FG k l l m l l k
i i m i i kl mu u k
l l m l l m
il k k m k ku u
l l m l l k
il ku
l l
e eT u u a a a F u
e eu u a a a F a
e eF u u a a a u
eF u u
ψ χ χ χ χ χπ ρ ρ
χχ χ χ χ χ χπ ρ ρ ρ
χ χ χ χ χπ ρ ρ
χ χπ ρ
⎛ ⎞⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
− ⋅ ⋅ −( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2
3 2
1 1
1 1 1
8
k m k k mu k
m l l m
i
m i mu u
m l l m m m l l
ml
m m
ea a a a
e eu u a a a F u a
χχ χ χ χρ ρ
χχ χ χ χ χ χπ ρ ρ ρ
⎛ ⎞⋅ − + ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ + − + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 2
3 2
3 2
3 2
1 1
4
1 1 1
4
1 1
4
1 1 1
4
ik i m i i klu u
FG k l m l l k
i m i kl mu u k
l m l m
il mu u
l l m l
il m ku u
l m l k
e eT u a a a F u
e eu a a F a
e eF u a a
e eF a a
ψ χ χ χ χπ ρ ρ
χχ χ χ χπ ρ ρ ρ
ρ χ χ ρπ ρ ρ
χ ρ χ χ χπ ρ ρ
⎛ ⎞⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ − +⎜ ⎟⎝ ⎠ ( )
( ) ( ) ( ) ( )3 2
1
1 1 1
4
m
m
i
m i mu u
m
m
m l
l
l m m
a
e eu a a F u a
χ ρ
χχ χ χ χπ ρ ρ ρ
⋅
⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + − + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
3 2
3 2
3 2
3 2
1 1
4
1 1 1
4
1 1
4
1 1 1
4
ik i m i i klu u
FG k l m l l k
i m i kl mu u k
l m l m
il mu u
l l m l
il m ku u
l m l k
e eT u a a a F u
e eu a a F a
e eF u a a
e eF a a
ψ χ χ χ χπ ρ ρ
χχ χ χ χπ ρ ρ ρ
ρ χ χ ρπ ρ ρ
χ ρ χ χ χπ ρ ρ
⎛ ⎞⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ − +⎜ ⎟⎝ ⎠ ( )
( ) ( ) ( ) ( )3 2
1
1 1 1
4
m
m
i
m i mu u
m
m
m l
l
l m m
a
e eu a a F u a
χ ρ
χχ χ χ χπ ρ ρ ρ
⋅
⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + − + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
 
 
ik i i i il
FG k u a lT A u A A a F Xχψ χ⋅ = + + +  
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
3
3 2
1 1
4
1 1
4
m klu
u l m k
mu u
m l m
m
m l
l
eA a F u
e eu a a F
χ χπ ρ
χ χ χπ ρ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2
3 2
3 2
1
4
1 1 1
4
1 11 1
4
klu
l k
m kl mu u k
l m l m
m mu u
m l m m l
ml
m
eA a F u
e eu a a F a
e eu a a F a
χ π ρ
χχ χπ ρ ρ ρ
χ χ χ χπ ρ ρ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( )214 i klua l keA a F uχπ ρ⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠  
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 2
3 2
1 1
4
1 11 1
4
mu u
l l l m l
m k mu u
l m l k m
e eX u a a
e ea a a
ρ χ χ ρπ ρ ρ
χ ρ χ χ χ χπ ρ ρ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
 
 
 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
3
3 2
1 1
4
1 1
4
m klu
u l m k
mu u
m l m
m
m l
l
eA a F u
e eu a a F
χ χπ ρ
χ χ χπ ρ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( )
( )
3
2
1 1
4
1
4
ml
m
kl mu
u l k m l m
u
m
l
l
eA F u u F a
e a F
χ χ χπ ρ
χπ ρ
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ −
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
24
mlu
u m l
eA a Fχπρ= ⋅ ⋅  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2
3 2
3 2
1
4
1 1 1
4
1 11 1
4
klu
l k
m kl mu u k
l m l m
m mu u
m l m m l
ml
m
eA a F u
e eu a a F a
e eu a a F a
χ π ρ
χχ χπ ρ ρ ρ
χ χ χ χπ ρ ρ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 2
3
3
1 1 1 1
4 4
1 1 1
4
1 11 1
4
kl kl mu u k
l k l m l m
m kl mu k
l m m
m mu
ml
l m
l
m
k
k
e eA a F u a F a F a
e u a F a
e u a F a
χ
χ χ χπ ρ π ρ ρ ρ
χχ χπ ρ ρ
χ χ χπ ρ ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( )
( ) ( )
2 2
3
1 1 1 1
4 4
1 1 1 1
4
kl kl mu u k
l k l m l m
kl m mu k
l k m
ml
kl
l m
e eA a F u a F a F a
e u F u F a a
χ
χ χ χπ ρ π ρ ρ ρ
χ χ χ χπ ρ ρ ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − +⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
2
1
4
klu
l k
eA a F uχ π ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠  
2
1
4
klu
a k l
eA F uχπ ρ= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 2
3 2
1 1
4
1 11 1
4
mu u
l l l m l
m k mu u
l m l k m
e eX u a a
e ea a a
ρ χ χ ρπ ρ ρ
χ ρ χ χ χ χπ ρ ρ ρ
⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
3
2 2
1 1 1
4 4
1 11 1
4
mu u
l l l l m
m k mu u
m k l m
e eX a u a
e ea a a
ρ χ χπ ρ π ρ
χ χ χ χπ ρ ρ ρ
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ − + + ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( )3 31 1 11 14 4 4m mu u ul l l l m l me e eX a u a aρ χ χ χ χπ ρ π ρ π ρ= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅ −  
( )21 1 14 4 mu ul l l me eX a u aχπ ρ π ρ= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −  
( )
2 2 2
2
4 4 4
1 1 1
4 4
ik kl i kl i kl iu u u
FG k k l l k k l
il mu u
l l m
e e eT a F u a F u F u a
e eF a u a
ψ χ χ χπρ πρ πρ
χπ ρ π ρ
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎛ ⎞− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
( )
( )( )
2
2
4
1
4
ik i i i klu
FG k k l l k k l
il mu
l l m
eT a u a u u a F
e F a u a
ψ χ χ χπρ
ρ χπρ
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ + ⋅ −
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b ( )55 48 3i k l i k l ik l il k kl id u u u g u g u g uπρχ χ χ πρ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅∫S S   
( )
( )
i k l m i k l m ik lm il km im kl
ik l m il k m kl i m im k l km i l lm i k
d A u u u u B g g g g g g
C g u u g u u g u u g u u g u u g u u
χ χ χ χ ⋅ = ⋅ + ⋅ + +
+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∫
S
S 
 
( )
( )
4
4 0
i k l m i k ik ik ik
lm
ik k i i k k i i k i k
d g A u u B g g g
C g u u u u u u u u u u
χ χ χ χ ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ + +
+ ⋅ + + + + + ⋅ =
∫
S
S 
 
8 0A C+ =  
6 0B C+ =  
 ( )
( )
i k l m i k l ik l il k i kl
m
ik l il k kl i i k l k i l l i k
u d A u u u B g u g u u g
C g u g u g u u u u u u u u u u
χ χ χ χ ⋅ = ⋅ + ⋅ + +
+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∫
S
S 
 
( ) ( ) ( )3i k l m i k l ik l il k i klmu d A C u u u B C g u g u u gχ χ χ χ ⋅ = + ⋅ + + ⋅ + +∫
S
S   
63 8A C πρ+ =  
64
3
B C π ρ+ = −  
646 5 0
3
B C Bπ ρ+ = − + =  
64
15
B π ρ=  
68
5
C π ρ= −  
664
5
A π ρ=  
 
( )
( )
6 6
6
64 4
5 15
8
5
i k l m i k l m ik lm il km im kl
ik l m il k m kl i m im k l km i l lm i k
d u u u u g g g g g g
g u u g u u g u u g u u g u u g u u
π πχ χ χ χ ρ ρ
π ρ
⋅ = ⋅ + ⋅ + +
− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∫
S
S 
 
( )0 0 0 0 6 6 6
6 6
64 4 81 1 1 6
5 15 5
16 1 124 4
5 5 5
d π π πχ χ χ χ ρ ρ ρ
πρ πρ
⋅ = + ⋅ + + − ⋅
⎛ ⎞= ⋅ + − =⎜ ⎟⎝ ⎠
∫
S
S 
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c ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
il i l l i m i l l iw w
mm m
m m
e eF w w b b b
w w
β β β β ββ β= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21
kl k l l k m k l l kw w
mm m
m m
e eF w w b b b
w w
β β β β ββ β= ⋅ − ⋅ − + ⋅ −  
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
3 2
2
3 2
4
1
1
4
1
ik i i iu
FG k k l l k k l
k l l k m k l l kw w
mm m
m m
mu
l l m
i l l i m i l l iw w
mm m
m m
eT a u a u u a
e ew w b b b
w w
e a u a
e ew w b b b
w w
ψ χ χ χπρ
β β β β ββ β
ρ χπρ
β β β β ββ β
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ − ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
− ⋅ ⋅ + ⋅ − ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ − ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
3 2
2
3 2
4
1
1
4
1
ik i i iu
FG k k l l k k l
k l l k m k l l kw w
mm m
m m
mu
l l m
i l l i m i l l iw w
mm m
m m
eT a u a u u a
e ew w b b b
w w
e a u a
e ew w b b b
w w
ψ χ χ χπρ
β β β β ββ β
ρ χπρ
β β β β ββ β
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ − ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
− ⋅ ⋅ + ⋅ − ×
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ − ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
 
ik i i i i i i
FG k u a y w bT B u B a B B y B w B bχψ χ⋅ = + + + + +  
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
32
22
1
4
4
k l l k mu w
u k l mm
m
k l l ku w
k l m
m
e eB a w w b
w
e ea b b
w
χ β β βπρ β
χ β βπρ β
= ⋅ ⋅ × ⋅ − ⋅ −
+ ⋅ ⋅ × ⋅ −
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
32
22
1
4
4
k l l k mu w
a k l mm
m
k l l ku w
k l m
m
e eB u w w b
w
e eu b b
w
χ β β βπρ β
χ β βπρ β
⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⋅ ⋅ × ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ × ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
32
22
3 22
1
4
4
1 1
4
k l l k mu w
l k mm
m
k l l ku w
l k m
m
m l m lu w w
l l m mm m
m m
e eB a u w w b
w
e ea u b b
w
e e ea u a w b b
w w
χ β β βπρ β
β βπρ β
ρ χ βπρ β β
= − ⋅ ⋅ × ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ × ⋅ −
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
 
( )( ) ( ) ( ) ( )3 22 1 14 m l m lu w wy l l m mm mm m
e e eB a u a w b b
w w
ρ χ βπρ β β
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( )( ) ( ) ( )32 1 14 m l mu ww l l m mm m
e eB a u a b
w
ρ χ β βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅ ⋅ −  
( )( ) ( )22 14 m lu wb l l m m m
e eB a u a
w
ρ χ βπρ β= ⋅ ⋅ + ⋅ − × ⋅  
Checked! 
=========-=================-===============-============== 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
32
22
3 22
3 22
1
4
4
1
4
1 1
4
k l l k mu w
l k mm
m
k l l ku w
l k m
m
l m lu w w
l mm m
m m
m l m lu w w
l m mm m
m m
e eB a u w w b
w
e ea u b b
w
e e ea w b b
w w
e e eu a w b b
w w
χ β β βπρ β
β βπρ β
ρ βπρ β β
χ βπρ β β
= − ⋅ ⋅ × ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ × ⋅ −
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ ⋅ − × ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
32
3 22
22
3 22
1 1
4
1
4
4
1 1
4
l k m mu w
l k m mm
m
l k m ku w w
l k m km m
m m
l ku w
l km
m
m k m ku w w
m k m km m
m m
e eB a w u b b
w
e e ea u w b u b
w w
e ea b u
w
e e ea u w b u b
w w
χ β β ρ βπρ β
β βπρ β β
ρ βπρ β
χ βπρ β β
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ −
⎛ ⎞⎜ ⎟+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
⎛ ⎞⎜ ⎟− ⋅ − × ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
32
22
3 22
1
4
4
1 1
4
l k mu w
l k mm
m
l ku w
l km
m
m m k m ku w w
m m k m km m
m m
e eB a w u b
w
e ea b u
w
e e ea a u w b u b
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k Кривая рис. 10.19. построена на основании рассчитанных значений, собранных в следующей 
таблице: 
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